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Zur Stabilität des elastischen Rotorblattes 
Von G. Kaiser und K. H. Koch 
Hannover1) 
Vorgelegt von A. Pflüger 
Übersicht: Es wird die Stabilität der selbsterregten Schlagschwingungen eines ela-
stischen Hubschrauber-Rotorblattes im Vorwärtsflug behandelt. Die Bewegungsgleichung 
wird für das Ersatzsystem einer Schwingerkette aus starren, durch Federgelenke ver-
bundenen Teilstücken aufgestellt. Eine Aussage über die Stabilität ist durch eine nume-
rische Rechnung in Matrizenform möglich, die eine Verfeinerung der aerodynamischen 
und mechanischen Annahmen zuläßt. Für ein einfaches Beispiel werden Rechengang und 
Ergebnis mitgeteilt. 
Summary: This paper deals with the transient stability o[ the {Zapping motion o{ a 
jlexible helicopter rotor blade in lorward [light. The equation 01 Ilapping motion is developed 
jor the substituted system 0/ rigid parts connected by eZastic {lapping hinges. lt is possible to 
investigate the stability by computations based upon matrix equations 11'hich permit the 
refinement 01 aerodynamic and mechanic assumptions. The solution and results are gil'fn 
jor a simple example. 
1. Einleitung 
Bei aIIen Untersuchungen der Eigenschlagschwingungen gelenkig ange-
schlossener Rotorblätter werden gewisRe vereinfachende Annahmen getroffen, 
die eine heschränkte Gültigkeit der gewonnenen Ergebnisse zur Folge habpll. 
So wird in CI J der Einfluß des Fortschrittsgrades auf die f-Ita bilität vernach-
lässigt, in [2J werden die Rotorblätter als starr vorausgesetzt, oder es wird 
nur die erste Biegeschwingungsform berücksichtigt [3J. Diese NällPnmgen 
liefern jedoch gegenüber Versuchsergebnissen zu günstige Lösungen [3], [4]. 
In der folgenden Untersuchung wird das elastische Rotorblatt ersetzt durch 
eine Schwingerkette aus starren Teilstücken, die miteinander durch Feder-
gelenke geeigneter Ersatzsteifigkeiten verbunden sind. Der Bewegungsablauf 
wird dann - wie sich zeigt - von einem System Hillscher Differentjal-
gleichungen beschrieben. 
Die über die Stabilität entscheidende Zahl läßt sich jedoch nicht allgemein 
in Abhängigkeit von sämtlichen Parametern angeben. Vielmehr muß die 
Zahlenrechnung für jede den Verhältnissen eines bestimmten Rotors und Re-
triebszustandes entsprechende Parameterzusammenstellung neu durchgeführt 
werden. Da diese Rechnungen im wesentlichen aus Matrizenmultiplikatiollcn 
und -additionen erheblichen Umfanges bestehen, sind sie nur mit elektronischcn 
Rechenmaschinen mit tragbarem Zeitaufwand zu bewältigen. Da diese Mög-
lichkeit für die Verfasser zur Zeit noch nicht gegeben ist, wurde lediglich ein ein-
1) Mit Unterstützung des Bundesverkehrsministeriums und der Deutschen For-
schungsgemeinschaft entstandener Forschungsbericht des Instituts für Statik der Tech-
nischen Hochschule Hannover (Prof. Dr.-Ing. habil. A. Pflüger). 
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faches Beispiel für eine Parameterzusammenstellung mit einer elektrischen 
Tischrechenmaschine durchgerechnet 1). 
2. Annahmen 
Das Blatt wird gegen Torsion als starr angenommen. der endliche Abstand 
des Schlaggelenkes von der Rotorachse wird vernachlässigt, eine Kopplung 
von Schlagwinkel und Ahstellwinkel wird nicht berücksichtigt. Das Rotorblatt 
hat über die ganze Länge konstante Masse und Blattbreite. 
Der Schlagwinkel wird als klein und ca' = ~ als kom;tant eingeführt. 
oy 
Winkelgeschwindigkeit und Vorwärtsgeschwindigkeit und damit auch der 
Fortschrittsgrad sind ebenfalls konstant angesetzt. Der Einfluß der Rück-
anblasung des Blattes, die in einem gewissen Bereich des Azimutwinkcls bei 
hohem Fortschrittsgrad eintritt, ist nicht berücksichtigt. 
Diese in der vorliegenden Arbeit gemachten Annahm~n können jedoch bei 
dem eingeschlagenen Lösungsweg - Einführung einer Schwingerkette - ver-
hältnismäßig leicht erweitert werden: Anstellwinkel, Auftriebsbeiwert, Blatt-
breite und -masse brauchen nur stückweise konstant zu sein; veränderliche 
Winkelgeschwindigkeit des Rotors, veränderlicher Fortschrittsgrad und die bei 
großer Vorwärtsgeschwindigkeit wichtige Rückanblasung [4] können berück-
sichtigt werden. 
R [m] 
r [m] 
v [m] 
r 
X= R [-] 
v 
Y=R[-] 
~ [-] 
i [-] 
C [mkg] 
m [kg sec2 m~2] 
e [kg sec2 m-4] 
(X [-] 
M [mkg] 
Ca [-] 
3. Bezeichnungen 
Rotorblattlänge 
Veränderliche in Blattrichtung 
Vertikalverschiebung des Blattelementes 
Dimensionslose Koordinaten 
" " 
Veränderliche in x-Richtung 
Auf den Radius bezogene Blattbreite 
Federkonstante 
Blattrnasse per Längeneinheit 
Luftdichte 
Knickwinkel in den Federgelenken 
Biegemomente in den Federgelenken 
Auftriebsbeiwert des Profils 
. 1) ~nme~kung bei der Korrektur: Die Durchrechnung ganzer Parameterbereiche 
mIt Hilfe emer elektronischen Rechenanlage wird z. Z. durchgeführt. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00046951
y [-] 
, 0 Ca 
Ca = -[-] 
oy 
{) [-] 
ß [-] 
w [sec-I] 
t [sec] 
o 
(·")'=ot 
( ... )'= ~ 
ox 
'IfJ = wt[-] 
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Anblaswinkel des Blattelementes 
Anstellwinkel des Blattelementes 
Schlagwinkel des Blattelementes 
Winkelgeschwindigkeit des Rotors 
Zeit 
Azimutwinkel des Rotorblattes 
U =wR[msec-I] Umfangsgeschwindigkeit der Blattspitze 
V [m sec-I] Vorwärtsgeschwindigkeit 
V f1 = U [-] Fortschrittsgrad 
N + 1 [-] 
v, (! [-] 
Anzahl der Gelenke der Schwingerkette 
Indizes zur Kennzeichnung der Gelenke 
d = x v;+ 1 - Xv [ - ] 
k = - Ca' ~ T U 2 [kg m-2] 
4. Ableitung der Bewegungsgleichungen 
Es werde ein durch N + 1 Gelenke gegliedertes Rotorblatt betrachtet. 
Abb. 1. Schwingerkette 
191 
Die Gelenke haben in einem beliebig ausgelenkten Zustand die Koordinaten 
X., Yv. Für das Biegemoment M im voten Gelenk gilt mit den die Biege-
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steifigkeit ersetzenden Federkonstanten Cv 
{
Co = 0 
ilf v = Cv (Xv .. ') T Cv oft 0 fur 'jJ = 1,_, .. ,111 
und aus Gleichgewichtsbedingungen mit den Luftkräften und d'Alembertschen 
Trägheitskräften 
mit Ye ::::; Y (~) ::::; Ye + 1 oder Ye ~ Y (~) ~ YQ + 1 
Mit den Trägheitskräften m R (O~ ~ und m R y gilt 
y 
Abb. 2. Luft- und Triigheitskriifte 
q (~) = - m R y (~, t) + S (~, t) cos ß (~, t), 
"'" - m R y (~, t) + S (~, t), 
P (~) = m R (02 ~ - S (~, t) sin ß (~, t) 
"'" m R W 2 ~ - S (~, t) Y,· + l~ Yv . 
X v + 1 - Xv 
Es sollen hier nicht die erzwungenen, sondern nur die Eigenschwingungen der 
Blätter untersucht werden. Es wird daher nur der von y und seinen Ablei-
tungen abhängige Anteil der Luftkräfte berücksichtigt. Im Rahmen der ge-
troffenen Annahmen lautet dieser [1]: 
S = kR l Y (~, t) ~ Cu sin·1p + ~) + y' (~, t) ,u (~sin 2"1' + ~ cos "1') j 
mit k = - ca' ~ 7: U 2 • 
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Daraus folgt innerhalb der Theorie erster Ordnung 
~ [Yv + 1 - Yv _ Yv - Yv - 11 = 
R3 XV + 1 - X. Xv - Xv - 1 
k r . (I: ) iI e + 1 - iJe] (. 1:) + + - Ye + s- - Xe X _ X fl sm "p + " 
w e+l e 
+ k fl Ye + 1 - Ye [ t: sin 2 "p + ~ cos "p] } (~ - x.) d ~ _ 
xe + 1 - Xe 2 
- r
e
+ ImW2~{Ye + Ye+ 1- Ye (~- Xe) - YV}d ~l. J Xe + 1 - Xe 
xe 
Hierin sei 
gesetzt und integriert. Es ergibt sich dann 
N 
~Yv+I-2Y'+Y'-I= ~[-m{~o(L12-L1 X.) + 
R3 L1. .L.J Y - e e 
e~' 
193 
k 2 Y - Y Ye + 1 - Ye ( ,13 ,12 ) 
+ fl . 2 e + 1 e ( ,12 A X) + k 11. cos 1Il LJ - LJ X. --sin "p ,1 LJ e - LJe v r T L1 e e 2 LJe €I 
2( A2+Ye+ 1 -Ye(L1 3 _L1 2 x)_y L1 2 )]. 
- mw Ye LJ e L1(1 e e e • e 
13 Wissenschaft!. AbhandI., IX, 1957 
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Daraus folgt schließlich nach Ye geordnet 
(1) ~ 
k. l . LI~ - il~ Xv - /1~ X Q +!J Q X Q Xv + - Ye + 1 fl sm 1p ~ - LI ~ + 
W Q 
+ LI! - LI~ XV - LI! Xe + LI~ XQ xv] 
Ll e 
[
k fl2. LI~ - Ll e XV LI~ - LI~ XV 
Ye+l -2- sm21p Ll
e 
+kflcos1p ~ Ll
e 
Cv 
+ R3L1v(2Yv-Yv-l-Yv+l), v=O,l, ... ,N, 
womit das aus (N + 1) Gleichungen bestehende System der Bewegungs-
gleichungen für die Knotenpunkte gefunden ist. 
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5. Transformationen 
Durch Einführung der Bezeichnungen Xv + 1 - Xv = Ll v c= d entsteht zu-
nächst nach einfacher Zwischenrechnung 
r .V I 
•• 2 1 e v .. 2 1 e v 
o = "V Y Q + 1 m d (- - - - + -) + Ye m d (- - - - + -) L, 3 2 2 6 2 2 
(2= v 
. k 
+ Ye + l-
w 
[
• 2 (1 0 V) 3 ( 1 2 2 1 e v l' )] f1 sm 1p d :3 + "2 -"2 + d "2 e +"3 e + "4 - 2 - 3 
. k 
+ Ye-
w 
11. sm ", - + - - - + d - {} + -- {} + - - - {} v - - V [ . d2 (1 e V) 3 (1 2 1 1 1 1 )1 r T 6 2 2 2 <;; 3 <;; 12 :2 <;; 6 
(2) 
+Ye+l lk~\in21pd(e +{ - v) + 
+ k f1 cos 1p d2 (e2 + e + ~ - e v - }) - m w 2 d2 (~ + ~ ) 1 + 
[ 
f12. (1) + Ye - k 2 sm:21p d ,(J +} - l' -
- k f1 COfl 1p d2 (r/ + (J + * -(J l' - } ) - m 0)2 d2 (% + ~ ) 1 
2 d" ( 1)) C,. ) + m w Yv - e + 2" + R 3 d (2 y,. - Yv ~ 1 - Y,· + 1 
v = O,I, ... ,"V. 
Hier werden folgende (N + 1, N + 1)-Matrizen mit den Abkürzungen 
13* 
1 
= (J2 + e - e v +-6 
1 2 5 1 1 1 
=-e +-e--e v -- v +-2 6 :2 6 4 
1 2 N + 1 
gv,N+l =2" (N + 1) + 6 -v 
N 
V 1 "V ( . 1) jv + 1,' = -"2 - 6 + L, e +} . 
Q~V 
v 1 
-L __ _ 
I 6 I:.! 
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=-2e+ v - 1 
5 v 
= - e2 - 2 e + e v - - + -6 2 
v 1 ! •. N+l = (N + 1)2 - (N + 1) v + 2" -"6 
eingeführt: 
1 2 3 4---------N 
, I , I 
"-, I 1 "- I 1 2 3 "-
"6 "- I , I 
"- , I 
1 "-
'4 0, 6 1 2 3 
" 
" 
" 
" 
1 
" 
1 2 3 
c.2l = -md'" " 6 , 
"-
"- I , 
"- I 2 , 6 , , 
"- I "-
" 
1 
" 6 , 
" 
" 1 
" O----------------~O 
6 
ca· = ca~ + ca; 
ca; = _ k Il sin VI c.2l 
mw 
1 N 
3 +-I 2 
I 
I 
I 
I 
I 
1 I 4 
3 +-2 
1 3 
- +-3 2 
1 2 
- +-3 2 
1 1 
- +-3 2 
1 
3 
Yl. N + 1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
gN+ 1.N+ 1 
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G:; = 
-!:,u2 sin2tpd 
2 
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~--------------------o 
" I 
" I 
", I 
" I 
-1 -2 -3 
1 1 1 1 
1 
2 
1 1 1 
1 1 1 
"', 2'" 
I '-.... " I " , 1 
I " '" I ',' , " 
" I 
" I 
-N 
", I 
" I 
........ I 
.... 0 
_ (N +!.) 
2 I 3 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
-c; +~) 
-(~ +~) 
- (N t~) 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
- (1 +~) 
I '" 1 1 b------------~O "-
-2" 2 
197 
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Il.n + 1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
In+i.n+1 
Mit '2{- 1 Q3* = Q3 und '2{- 1 G:* = G: läßt sich (i) als ühersichtliche l\1at rizcn-
gleichung 
(3) ij +Q3~+G:t) = 0 
schreiben mit den (N + 1, N + 1) Matrizen Q3 und G:; für diese gilt 
Q3 (lP + 2 n) = Q3 (lP), 
G: (lP + 2 n) = G: (lP) . 
Mit der Substitution 
dem Vektor 
d't) 
dlP=ö, 
~ = (:) 
und der mit mod 2 n periodischen (2 N + 2, 2 N + 2)-Matrix 
@ (~) ~ (-: ~:,) 
lautet (3) als Differentialgleichung erster Ordnung 
(4) 
6. Stabilitäts bedingungen 
Gleichung (4) hat periodische oder abklingende Lösungen je nachdem, ob 
der Betrag der größten charakteristischen Zah 1 I Amax I der Matrix 
2" 
.Q5" (Cß) = 6: + \ Cß (lPrl d lP1 
o 
2n 'ljJ2 
(5) + \ Cß (lP1) JCß (lP2) dlP2 dlP1 
o 0 
2" ~ ~ 
+ \ Cß (lP1) \ Cß (lP2) \ Cß (lP3) dlP3 dlP2 dlP1 + .. , 
o 0 0 
gleich eins oder kleiner als eins ist [5]. 
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Da diese Reihenentwicklung für die hier auftretenden Zahlenwerte schlecht 
konvergiert, wird die Matrix zweckmäßig nach folgender Aufspaltung berechnet 
(6) 
mit den einzelnen Matrizen 
({v q'V 11'1 
Qv (ffi) = G: + 1ffi ('/fJI) d'/fJI + I ffi ('/fJI) \ ffi ('/fJ2) d'/fJ2 d '/fJI + ..... 
rrV-l CPV-t CfV-l 
Setzt man innerhalb der Schrittweite C{!V - C{!v _ 1 die Matrix ffi ('/fJ) konstant [6] 
durch Einführung des Mittelwertes 
'l'v 
ffi v = 1 \ ffi ('/fJ) d '/fJ, 
C{!V - C{!v - 1 J 
C{Jv_t 
so lautet die Reihenentwicklung für die einzelnen Matrizen von (6) 
'l'v 
= exp ~ ffi ('/fJ) d '/fJ . 
q;V-l 
7. Zahlenbeispiel 
Es sei ein Rotorblatt mit 3 Gelenken untersucht. Dann hat ffi ('/fJ) die Form 
(7) ffi('/fJ) = SI sin '/fJ + S2 sin 2'/fJ + S3 cos '/fJ + 34 
mit den nur von den Parametern abhängigen Matrizen Si: 
1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 2 6 -1 
0 0 0 -8 2 4 
0 0 0 4 -14 11 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
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0 0 0 -4 24 -6 
0 0 0 -36 8 24 
~ ktt 0 0 0 18 -108 92 
3 3 = 26 mw2 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
50 -6 1 0 0 0 
8 102 -4 0 0 0 
3 4 = 
k 
-4 14 145 0 0 0 + 
156 mw2 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -44 40 -12 
0 0 0 46 -56 22 
+ 13 !1~3w2 0 0 0 -36 54 -24 + 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 o -362 204 
-
24 1 
0 0 0 252 -296 96 
1 0 0 o -126 252 -152 
+26 26 0 0 0 0 0 
0 26 0 0 0 0 
0 0 26 0 0 0 
'P. 
Das Integral) @ (1p) d1p lautet damit 
({JV-l 
'Pv 
9J?~ = ) @ (1p) d 1p = (cos CP.-1 - cos cp.) 31 + 
qJV-l 
1 ~ 
+ :2 (cos 2 cp. - 1 - cos 2 cpv) 3 2 + 
+ (sin cpv - sin cp. -1) 33 + (cpv - cp. _ 1) 34• 
Für die Rechnung des Beispiels werden folgende Werte für die Parameter 
gewählt: 
e = 0,13 kg sec2m- 4 
T = 0,047 
ca' = 5,6 
m = 0,46 kg s~c2m-2 
R = 5,65 m 
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c 580 m kg 
w 26,6 sec- 1 
# 0,25 
2:n; 0 
rp. - rp·-l = 16 = 22,5 
Die sich nach (6) ergebende charakteristische Matrix Q~" hat den Eigen-
wert I Ämax I = 0,074; wegen I Ämax I < 1 ist die Eigenschlagbewegung stabil. 
Für einen willkürlich gewählten Anfangsvektor 
0,04 
0,12 
0,24 
0,02 ~o = 
0,06 
0,12 
ist die Bewegung der BIattspitze bei einer Rotordrehung im Bild 3 dargestellt. 
0,1 
V r-.. 
" 
" -1f Jr - !]f 1-~ 2tr: o 
-0,1 
A bb. 3. Bewegung der Blattspitze 
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